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1 导数

1.1 标量情形

你大概已经熟悉了标量情形下导数的概念：给定一个函数 f : R → R，f 在点 x ∈ R 处的导数
定义为

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

导数是刻画变化的一种方式。在标量情形中，函数 f 在点 x 处的导数告诉我们：当输入 x 发

生一个很小的变化 ε 时，函数值 f 会变化多少：

f(x+ ε) ≈ f(x) + εf ′(x).

为了记号简洁，我们通常会给 f 的输出起一个名字。设 y = f(x)，并将 y 关于 x 的导数写作
∂y
∂x。这个记号强调

∂y
∂x 是变量 x 与 y 之间的变化率；具体地说，如果 x 改变了 ε，那么 y 大约会

改变 ε ∂y
∂x。

我们可以把这种关系写成

x → x+∆x =⇒ y ≈ y +
∂y

∂x
∆x.

这里的意思是：“把 x 从 x 改成 x+∆x，意味着 y 大约会变成 y +∆x ∂y
∂x。”这种记号并不是

标准写法，但它很直观，因为它把 x 的变化与 y 的变化之间的关系直接呈现了出来。

链式法则告诉我们如何计算复合函数的导数。在标量情形中，设 f, g : R → R，并令 y = f(x)、

z = g(y)；那么也可以写作 z = (g ◦ f)(x)，或者画成下面的计算图：

x
f−→ y

g−→ z.

标量形式的链式法则告诉我们
∂z

∂x
=

∂z

∂y

∂y

∂x
.

这个式子在直觉上也很合理。导数 ∂y
∂x 和

∂z
∂y 分别给出

x → x+∆x =⇒ y ≈ y +
∂y

∂x
∆x,
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y → y +∆y =⇒ z ≈ z +
∂z

∂y
∆y.

把这两条规则组合起来，就能得到 x 对 z 的影响：如果 x 变化了 ∆x，那么 y 会变化 ∂y
∂x∆x，

即

∆y =
∂y

∂x
∆x.

如果 y 再变化 ∆y，那么 z 就会变化

∂z

∂y
∆y =

∂z

∂y

∂y

∂x
∆x,

这正是链式法则所表达的内容。

1.2 梯度：向量输入，标量输出

同样的直觉也适用于向量情形。现在设 f : RN → R，它接收一个向量作为输入并输出一个标
量。此时，f 在点 x ∈ RN 处的导数称为梯度，定义为

∇xf(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

∥h∥
.

此时梯度 ∇xf(x) ∈ RN 是一个向量，但直觉与标量情形相同。若仍设 y = f(x)，那么有

x → x+∆x =⇒ y ≈ y +
∂y

∂x
·∆x.

相较于标量情形，这个公式稍有变化，因为现在 x、∆x 和 ∂y
∂x 都是 RN 中的向量，而 y 是标

量。特别地，把 ∂y
∂x 与 ∆x 相乘时，我们使用点积，它把两个向量合成为一个标量。

这个公式的一个好处是，它赋予了梯度各个分量明确的意义。假设 ∆x 是第 i 个基向量，也就

是只有第 i 个坐标为 1，其余坐标都为 0。那么点积 ∂y
∂x ·∆x 恰好就是 ∂y

∂x 的第 i 个坐标。因此，梯

度的第 i 个分量刻画了：如果沿着第 i 个坐标轴移动 x，那么 y 将近似变化多少。

这也意味着，我们可以把梯度看成由偏导数组成的向量：

∂y

∂x
=

(
∂y

∂x1
,
∂y

∂x2
, . . . ,

∂y

∂xN

)
,

其中 xi 是向量 x 的第 i 个坐标，它是一个标量，因此每个偏导数 ∂y
∂xi
也都是标量。

1.3 雅可比矩阵：向量输入，向量输出

现在设 f : RN → RM，它接收一个向量作为输入并产生一个向量作为输出。此时，f 在点 x

处的导数也称为雅可比矩阵（Jacobian），它是一个 M ×N 的偏导数矩阵。若仍令 y = f(x)，那

么可以写成

∂y

∂x
=


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xN... . . . ...

∂yM
∂x1

· · · ∂yM
∂xN

 .
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雅可比矩阵描述了 x 的每个元素与 y 的每个元素之间的关系： ∂y
∂x 的第 (i, j) 个元素等于 ∂yi

∂xj
，

因此它告诉我们当 xj 发生一个小变化时，yi 会变化多少。

和前面的情形一样，雅可比矩阵给出了输入变化与输出变化之间的关系：

x → x+∆x =⇒ y ≈ y +
∂y

∂x
∆x.

这里 ∂y
∂x 是一个 M ×N 矩阵，而 ∆x 是一个 N 维向量，因此 ∂y

∂x∆x 是一个矩阵与向量的乘

法，其结果是一个 M 维向量。

链式法则可以自然地扩展到向量情形。设 f : RN → RM、g : RM → RK。令 x ∈ RN、y ∈ RM、

z ∈ RK，并满足 y = f(x)、z = g(y)，那么计算图仍然是

x
f−→ y

g−→ z.

链式法则的形式与标量情形相同：
∂z

∂x
=

∂z

∂y

∂y

∂x
.

不过现在每一项都是矩阵：∂z
∂y 是一个 K ×M 矩阵， ∂y

∂x 是一个 M × N 矩阵，而 ∂z
∂x 是一个

K ×N 矩阵；这里的乘法就是普通的矩阵乘法。

1.4 广义雅可比：张量输入，张量输出

向量是一维数表，矩阵是二维数表，而张量则是一个 D 维数值网格1。

深度学习中的很多运算都以张量为输入，并以张量为输出。例如，一张图像通常被表示为一个

三维数值网格，这三个维度分别对应图像的高度、宽度以及颜色通道（红、绿、蓝）。因此，我们需

要一种能够兼容一般张量函数的导数定义。

现在设

f : RN1×···×NDx → RM1×···×MDy .

于是，f 的输入是一个形状为 N1 × · · · ×NDx 的 Dx 维张量，输出是一个形状为 M1 × · · · ×MDy

的 Dy 维张量。若 y = f(x)，那么导数 ∂y
∂x 是一个广义雅可比，其形状为

(M1 × · · · ×MDy)× (N1 × · · · ×NDx).

注意，我们把 ∂y
∂x 的维度分成了两组：前一组与 y 的维度一致，后一组与 x 的维度一致。按这

种分组方式，我们可以把广义雅可比看成矩阵的推广，其中每一“行”的形状与 y 相同，每一“列”

的形状与 x 相同。

若令 i ∈ ZDy、j ∈ ZDx 是整数索引向量，那么可以写作(
∂y

∂x

)
i,j

=
∂yi
∂xj

.

1“tensor”这个词在不同领域中有不同用法；你可能在物理学或抽象代数里见过它。机器学习中把张量定义为一个 D

维数值网格，这一定义与其他领域中的张量定义密切相关。
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在这个等式里，yi 和 xj 都是标量，因此 ∂yi
∂xj
也是标量。用这个记号可以看到，和普通雅可比

一样，广义雅可比描述了 x 的所有元素与 y 的所有元素之间的相对变化率。

广义雅可比与之前一样，也给出输入变化和输出变化之间的关系：

x → x+∆x =⇒ y ≈ y +
∂y

∂x
∆x.

区别在于，此时 ∆x 是一个形状为 N1 × · · · ×NDx 的张量，而
∂y
∂x 是一个形状为

(M1 × · · · ×MDy)× (N1 × · · · ×NDx)

的广义矩阵。因此，∂y
∂x∆x 是一次广义的“矩阵-向量”乘法，其结果是一个形状为 M1 × · · · ×MDy

的张量。

这种广义矩阵-向量乘法遵循与传统矩阵-向量乘法相同的代数规则：(
∂y

∂x
∆x

)
i

=
∑
j

(
∂y

∂x

)
i,j

(∆x)j =

(
∂y

∂x

)
i,:

·∆x.

唯一的不同在于，这里的索引 i 和 j 不再是标量，而是索引向量。在上式中，
(
∂y
∂x

)
i,:
表示广义

矩阵 ∂y
∂x 的第 i “行”，它本身是一个与 x 具有相同形状的张量。我们还约定：两个同形张量之间

的点积，就是逐元素相乘后再求和，这与向量的点积完全一致。

对于张量值函数，链式法则的形式也保持不变。设 y = f(x)、z = g(y)，其中 x 和 y 的形状与

上面相同，而 z 的形状为 K1 × · · · ×KDz。那么链式法则仍然写作

∂z

∂x
=

∂z

∂y

∂y

∂x
.

不同之处在于，现在 ∂z
∂y 是一个形状为

(K1 × · · · ×KDz)× (M1 × · · · ×MDy)

的广义矩阵，而 ∂y
∂x 是一个形状为

(M1 × · · · ×MDy)× (N1 × · · · ×NDx)

的广义矩阵；它们的乘积 ∂z
∂y

∂y
∂x 是一次广义的矩阵-矩阵乘法，结果形状为

(K1 × · · · ×KDz)× (N1 × · · · ×NDx).

和上面定义的广义矩阵-向量乘法一样，广义矩阵-矩阵乘法也遵循传统矩阵-矩阵乘法相同的代
数规则： (

∂z

∂x

)
i,j

=
∑
k

(
∂z

∂y

)
i,k

(
∂y

∂x

)
k,j

=

(
∂z

∂y

)
i,:

·
(
∂y

∂x

)
:,j

.
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2 张量上的反向传播

在神经网络的语境下，一层 f 通常是输入张量 x 和权重 w 的函数；该层的输出张量为 y =

f(x,w)。这一层通常被嵌入在某个大型神经网络中，网络具有一个标量损失 L。

在反向传播过程中，我们假设已经知道 ∂L
∂y，目标是计算

∂L
∂x 和

∂L
∂w。根据链式法则，有

∂L

∂x
=

∂L

∂y

∂y

∂x
,

∂L

∂w
=

∂L

∂y

∂y

∂w
.

因此，一种直接的做法是构造出广义雅可比 ∂y
∂x 和

∂y
∂w，然后用广义矩阵乘法来计算

∂L
∂x 和

∂L
∂w。

然而，这种做法有一个问题：雅可比矩阵 ∂y
∂x 和

∂y
∂w 往往大得无法放进内存。

举一个具体例子。假设 f 是一个线性层，它接收一个由 N 个向量组成的小批量输入，每个向

量的维度是 D，并输出一个由 N 个向量组成的小批量结果，每个向量的维度是 M。那么，x 是一

个形状为 N × D 的矩阵，w 是一个形状为 D × M 的矩阵，而 y = f(x,w) = xw 是一个形状为

N ×M 的矩阵。

此时雅可比 ∂y
∂x 的形状为 (N ×M)× (N ×D)。在一个典型的神经网络里，我们可能有 N = 64

且 M = D = 4096；那么 ∂y
∂x 一共包含

64 · 4096 · 64 · 4096

个标量值，超过 680 亿个数。若使用 32 位浮点数来存储，这个雅可比矩阵需要 256 GB 内存。因
此，显式存储并操作雅可比矩阵几乎完全不可行。

不过事实证明，对于大多数常见的神经网络层，我们可以直接推导出计算乘积

∂L

∂y

∂y

∂x

的表达式，而无须显式构造雅可比矩阵 ∂y
∂x。更进一步，通常我们甚至不需要先写出雅可比矩阵的

显式表达式；很多情况下，只需要先在纸上推导一个很小的例子，再据此归纳出一般公式。

下面以线性层 f(x,w) = xw 为例说明这一点。设 N = 1、D = 2、M = 3。则可以显式写成

y = xw =
(
x1,1 x1,2

)(w1,1 w1,2 w1,3

w2,1 w2,2 w2,3

)

=
(
x1,1w1,1 + x1,2w2,1 x1,1w1,2 + x1,2w2,2 x1,1w1,3 + x1,2w2,3

)
.

在反向传播中，我们假设已经得到 ∂L
∂y。严格来说，它的形状是 (1)× (N ×M)；但为了书写方

便，我们把它看成一个形状为 N ×M 的矩阵。于是这里可以写成

∂L

∂y
=
(
dy1,1 dy1,2 dy1,3

)
.

现在我们的目标是用 x、w和 ∂L
∂y 来推导

∂L
∂x 的表达式，而不显式构造完整的雅可比矩阵

∂y
∂x。我

们知道 ∂L
∂x 的形状是 (1)× (N ×D)；但按照梯度的常见表示方式，我们把它视为一个形状为 N ×D

的矩阵。也就是说，
∂L

∂x
=
(

∂L
∂x1,1

∂L
∂x1,2

)
.
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逐个元素来考虑，链式法则给出

∂L

∂x1,1
=

∂L

∂y
· ∂y

∂x1,1
,

∂L

∂x1,2
=

∂L

∂y
· ∂y

∂x1,2
.

现在计算
∂y

∂x1,1
=
(

∂y1,1
∂x1,1

∂y1,2
∂x1,1

∂y1,3
∂x1,1

)
=
(
w1,1 w1,2 w1,3

)
,

∂y

∂x1,2
=
(

∂y1,1
∂x1,2

∂y1,2
∂x1,2

∂y1,3
∂x1,2

)
=
(
w2,1 w2,2 w2,3

)
.

于是有
∂L

∂x1,1
=

∂L

∂y
· ∂y

∂x1,1
= dy1,1w1,1 + dy1,2w1,2 + dy1,3w1,3,

∂L

∂x1,2
=

∂L

∂y
· ∂y

∂x1,2
= dy1,1w2,1 + dy1,2w2,2 + dy1,3w2,3.

把它们合在一起，就得到
∂L

∂x
=
(

∂L
∂x1,1

∂L
∂x1,2

)
=
(
dy1,1w1,1 + dy1,2w1,2 + dy1,3w1,3 dy1,1w2,1 + dy1,2w2,2 + dy1,3w2,3

)
=

∂L

∂y
wT .

这个最终结果非常有意思，因为它让我们能够高效地计算 ∂L
∂x，而无须显式构造雅可比矩阵

∂y
∂x。

尽管这里我们只针对 N = 1、D = 2、M = 3 的特例完成了推导，但这个结论实际上在一般情形下

同样成立。

通过类似的思路，我们也可以推导出 ∂L
∂w 的一个对应表达式，而不需要显式构造雅可比矩阵

∂y
∂w。你可以把这部分当作练习自行完成。
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